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М Н О Г О М Е Р Н Ы Е  Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я  С Т Е П Е Н Н Ы Х  Р Я Д О В
Ю.И. Волков
Пропонуються методи побудови з натуральною параметризацією багатовимірних 
розподілів степеневих рядів.
In this article the methods of construction with natural parametrization of multivariate 
distributions of power series are proposed.
В одномерном случае понятие распределения степенных рядов 
появилось в работе [1], в многомерном -  [2, 4, 6]. Позже этим 
распределениям было посвящено много других работ, см., например, [3, 5].
Пусть k  = (k1,..., km) мультииндекс с неотрицательными целочисельными 
координатами и пусть ряд
k 1 , k m
o ( У l , . . . , y m  )  =  Z  a k1. . .a kmy f1... ym
k,>0,...,km >0
ak > 0 ,..., ak > 0 , сходится в полицилиндре
Y := {у  1 0 ^  y1 < R} X -  X {ym 1 0 ^  ym < R } .
Распределение случайного вектора % = {<%,...,%m} с вероятностями 
координат
a ,  —  a  У- 1 ... y km 
P{<% =  k , , . . . . , £ m = k m} =  ^ --------  ^ — — , k  >  0 , . . . , k m > 0<-“ 1 1 ’ ’ “ m m > /  ч ’ 1 ’ ’ m
o (  У l , . . . , y m  )
называется распределением степенного ряда (РСР) функции о  .
Производящая функция:
P ( z ) = Z (z 1 у1)-1...(z my„ ) ‘ 
о (  У l, ..., у т)
a о (  z 1 у1..... z my„ ) 
о ( У1,..., ym )
Отсюда получим математическое ожидние
M % = (M %1,...,M%m )
д log о  д log о
у — ;— ,..., у т---------
л Ґ д log о  д log о  л
ду1 ду  
d 2 log о
m J д log у /  ’ д log у
и ковариационную матрицу D% = ----- с элементами
(d log у)2
mJ
д log о  
д log у
д о  1 д о  д о  1
дУі дУ/ о  дУі дУі о
д о  1
+ -------.
дуі о
m
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Если ввести новую параметризацию (ее будем называть натуральной) 
д lo g o
x =
д log y  
д log o  
д log y t
, то-есть,
д log o
д log y m
~ d iто = y  — , где 
dy
(1)
'У1 ••• 0 > dx
ду1 •-  ^ т /  дУ ''
.
У =
, 0 • Ут j
* а dy ~
vдXl /  ^ т  • -  ^ т  /  ^ т  j
dx
Поскольку —  = y  1 D £ , то эта матрица положительно определенная,
dy
следовательно, отображение (1) на выпуклом множестве Y  имеет обратное
Уі = / l (X1v..>Xm X
у 2 = / 2 (X15...5Xm X
(2)
У т  =  / т  (x 1v. . 5 X m  X
После введения новой параметризации матрицу D £ будем обозначать 
через V  (x) = V  (x1v.., Xm), X є X , где X  образ Y  при отображении (1).
Теорема. Имеет место соотношение:
дР дР
—  V (X) -  —  У + XP = 0,Р(1,...,1,Xi,...,Xm) = 1, 
дx дz
Р = Р( zl ,..., Zm , f 1( X1,..., xm ),..., / т (X1,..., Xm ^
д р
дx
f  дР дР дР f  дР дР
z =
ч  ••• 0 ^
к дx1 ’ т j ’ дz U z1,. т j . 0 • т J
В правильности теоремы можно убедиться непосредственной проверкой. 
Дальше для суммы координат т-м ерного  вектора x = (x1,...,xm) будем
использовать обозначение | x  |= x1 л------л xm .
Для построения конкретных РСР функций воспользуемся степенными 
рядами в одномерном случае.
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Пусть o (u ) = Z  akuk ,0 < u < R  и функция /(x) является обратной к
k=0
o \  y)функции x = y
o (  y )
1). Рассмотрим РСР функции o (y 1,...,y ni) = o (y 1 + ••• + y ni). В этом 
случае
y1 = /  (I x|) t ! , . . . ,  y 1 = /  (I x|) ,а  распределение случайного вектора
X X
£ = ^ . . ^ т  ) такое:
P { |  = ^ . . . ^ т  = К  } =
a ґ  хл ^
o ( / ( |  х |)) ! 11 х 1J V1 х 1 j
(./ ( |x |) ) |k|,k, > 0 ,...,km > 0.
элементы матрицы V  (х) = {vtJ} находятся при помощи формул
v-- = S х  — х х ■
tj tj i t j
ґ  o (u ) Л 
° \ u) j \ u - /  (|i|) , ‘ ,  J  =  1 , . . . , m ,
det V  (x) = x, ••• xn
ґ  ' \  
ґ  o (u ) Л
1—1 x 1
V o ( u )  j
lu = / (|x|)
J
(3)
2). Рассмотрим РСР функции o ( y^..^  Уm ) = o ( y ,)o (y, y2) •  0  (y, y2 •  Уm ) . 
Тогда
У = /  (xi — xivi) , . = 1,
t f (xi—1— xi)
.., m, Хт+1 := 0, /  (X0 — X1):= 1
ковариационная матрица:
k kт
V (X1,...,Хт )
w  л------- v w1 т
w  л------л w„„
w„ w
w
w
w
,det V  (x) = w, ••• wn
т j
где
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/ (xt. — х +,) . 
wt = wt (х) = ----- 1-+^~, t = 1,..., т.
П ример 1. o(y) = (1 + y )n, n є  N .
Имеем /  (х)
X o (  У) 1 + У
n — X ’ю'( У) n
o (  У )  
o ’ (  У ) .
—, а отсюда для элементов 
n
ковариационной матрицы РСР функции o (  y, +-+ Ут) получим:
1
Vij = S ijXi — XiXj n —1 ,det V(X) = X1 •  Хт (1— 1 X 1 П —1) .
Если обозначить через p , = x, / n ,...,р т = хт / n , то
P { |1 = ^ . . . ^ т  = К  } =
________ n ______  p k1 ... p 1іт (1 — p _____p )n —|k|
k1! • k m !(n— | k |) !Pl Рт ( Pl Рт ’ ,
т.е., получим полиномиальное распределение.
П ример 2. o (  y) = exp y.
В этом случае /(х)=х, а для элементов ковариационной матрицы РСР 
функции o (  y ,)o (  У, У2 ) - ° (У, У 2 ••• Ут ) получим vj  = хі , если і > j  и vij = XJ ,
если < j , det V(х) = (Х1 — Х2 )(Х2 — Х3) •  (Хт—1 — Хт )Хт •
Для получения других распределений можно воспользоваться 
примерами из статьи [8].
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